6 Determinanten

6.1 Symmetrische Gruppe

Definition: Eine bijektive Abbildung von einer Menge X auf sich selbst heisst eine Permutation von X.

Proposition-Definition: Die Menge aller Permutationen der Menge {1,...,n} zusammen mit der Kom-

position von Abbildungen und der identischen Abbildung id als neutrales Element ist eine Gruppe, genannt
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Elemente von S, bezeichnet man iiblicherweise mit kleinen griechischen Buchstaben und schreibt ihre

Operation klammernlos in der Form o: ¢ — o1.
Proposition: Es gilt |S,,| = nl.
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Definition: Ein Paar (¢,7) mit 1 < ¢ < j < n und oi > o heisst ein Fehlstand von o. Die Zahl

Egn( 7) = (_1)Anzah1 Fehlstande von o

heisst das Signum oder die Signatur oder das Vorzeichen von o. Eine Permutation mit sgn(o) = 1 heisst

gerade, eine mit sgn(o) = —1 heisst ungerade.

Lemma: Fiir jedes o € S, gilt

H oj —oi) = sgn(o) - H (j —1).
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Lk ke TT j‘“ Pl Tl

T L
s, Lo gl 'IGJ~FL'{:5\?M(T).W EL—{/&_ Jpe &) - H Ivd\“\'l
=t (_lfl

ALy C&é (PR

441. .
[A;.U{-Iw U éJé la /T
Proposition: Fiir alle o, 7 € S,, gilt: i W} 0. WA i ELIO[_}
sgn(id) = 1 — o dote Lbe
sgn(o o) = sgn(o) - sgn(r) jii

sgn(oc~!) = sgn(o)
Das bedeutet, dass die Abbildung sgn: S,, —{=£1} ein Gruppenhomomorphismus ist. {:_M} < P
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Beispiel: Eine Permutation, die zwei verschiedene Ziffern vertauscht und alle iibrigen Ziffern festlasst,

heisst Transposition. Jede Transposition hat Signum —1. p o L| fet - - () 3 / Jt
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Beispiel: Eine Permutation, die k& > 1 verschiedene Ziffern zyklisch vertauscht und alle tibrigen Ziffern
festldsst, hat Signum (—1)%1.
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Definition: Fiir jedes o € S,, betrachte die n x n-Matrix

Pa = (&iﬂj)léi,jén‘

Proposition: Die Matrix P, ist eine Permutationsmatrix. Umgekehrt ist jede n X n-Permutationsmatrix

gleich P, fiir genau ein o € S,,. Ausserdem gilt fiir alle 0,7 € S,

@gj P, = P, P

Das bedeutet, dass o — P, einen Gruppenisomorphismus von S,, auf die Gruppe aller n xn-Permutationsmatrizer

induziert.
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